Priblizné FeSeni algebraickych rovnic

Algebraickou rovnici stupné n nazyvame rovnici P, (x) =0, tj.

n n—1 _ :
ax"+ax" +..+a,_,x+a,=0,kde ne N,x e C, koeficienty a,,a,,...,a, R, a, #0.

Budeme pracovat s tzv. normovanou algebraickou rovnici (a, =1)

n n-1 _
x"+ax" +..+a,,x+a,=0 .

ReSenim (kofenem) algebraické rovnice P (x)=0 je kazdé cislo ¢, které je kofenem

polynomu P, (x). Algebraicka rovnice stupné n tedy ma pravé n kofent.

MoZnosti priblizného feSeni : 1. Graficky

2. Numericky

1. Grafické reseni

Graficky mizeme urcit pfibliznou hodnotu realnych kofenti. Kofeny rovnice P,(x)=0 jsou
vlastné€ priseciky grafu s osou x. Nakreslit graf funkce P (x) vSak miZe byt pracné. Proto
obvykle upravime rovnici na tvar f(x)=g(x) tak, abychom dokézali nakreslit dva
jednodussi grafy y = f(x) a y = g(x). Redln¢ kofeny rovnice P, (x)=0jsou potom rovny x-

ovym soufadnicim prusecikil téchto kiivek.

Priklad: Reste graficky rovnici x° —x> +2x-3=0.

ReSeni: Rovnici mizeme upravit napiiklad takto: x° = x> —2x+3. Grafem funkce na levé
stran¢ rovnice je kubicka parabola, grafem kvadratické funkce na pravé strané rovnice je
,posunuta““ parabola, jejiz vrchol si ur¢ime.

y=x"=-2x+3
y=(x-1-1+3 = y-2=(x-1), jde tedy o parabolu s vrcholem v bod& [1,2] a osou

rovnobéznou s osou y .
Oba grafy co nejpresnéji nakreslime.




Hledame, pro jaka x jsou si funkce rovny, tedy x-ové soutradnice pruseciki. V tomto piipadé
je jeden a zmétenim hodnoty v grafu bychom patrné ziskali x =1,25.

(Pro informaci: vypoctem x =1,27568.)
Poznamka: Tuto metodu mizeme pouzit nejen pro algebraické rovnice.

Piiklad: Urcete piiblizné feseni rovnice In(x —1)+ x> —4x+1=0 .

ReSeni: Rovnici upravime pievedenim nékterych ¢leni na pravou stranu. Jedinym kritériem

v

je, abychom dokazali nakreslit ptislusné grafy. V nasi uloze bude nejvhodnéjsi Gprava rovnice
natvar: In(x—1)=-x> +4x—1.
Budeme tedy hledat prisecik logaritmické kiivky s parabolou. Nejdiive vypocteme vrchol

paraboly, ktera je grafem funkce y = —x* +4x—1.
y=—(x*—4x+1l) & y=-[(x-2)-4+1] & y-3=—(x-2)" = V=[2,3]
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Po nakresleni grafii bychom patrné naméfili vysledek x =3,4.

Pfi uziti pocetnich metod by se x =3,45043.

2. Numerické reSeni

Nejdiive ziskame informace o kofenech rovnice, potom uré¢ime intervaly co nejmensi délky,
ve kterych kofeny lezi a na zavér urc¢ime pfibliznou hodnotu kofene s pozadovanou piesnosti

pomoci nékteré z aproximacnich metod.

1) Ohraniceni kofenti a urceni jejich poctu

Pro vSechny kofeny x; normované algebraické rovnice P,(x) =0 plati |xl.| <1+A, kde

).

Realné koteny tedy lezi v intervalu (= (1+ A4),1+ 4 )=(-4-1,4+1).

A = max {|a1 oAy e-enla,,



P¥iklad: Pro rovnici x* +4x” —2x* —=7x+5=0 je max{|4,—2 -7 5|}:7.
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Proto |xl.| < 1+ 7, tedy kofeny x; lezi v intervalu (-8,8).

Algebraicka rovnice stupn¢ n ma praveé n kotent, ptfi¢emz algebraicka rovnice lichého stupné
ma alespon 1 realny koten.

Miizeme odhadnout i pocet kladnych ptipadné zapornych realnych kotent (Descartova véta):
e Pocet kladnych redlnych kofen (pocitanych i s jejich ndsobnosti) rovnice P, (x)=0 je
roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientli a,,q,,...,a, nebo o sudé
¢islo mensi.
e Pocet zapornych redlnych kofenl dostaneme, kdyZz misto polynomu P, (x) budeme

uvazovat polynom P (—x). V obou ptipadech vynechame nulové koeficienty.

Priklad: Odhadnéte pocet redlnych kofent rovnice x” +2x* —x* +x+1=0.
Reseni: Rovnice mé celkem 5 kofentl (véetné komplexnich).

Pocet kladnych realnych kofeni uré¢ime na zékladé znaménkovych zmén v posloupnosti
koeficientii polynomu P(x):

Nenulové¢ koeficienty jsou 1, 2, —1, 1, 1 . Dochazi ke dvéma znaménkovym zménam (mezi
druhym a tietim, tfetim a ¢tvrtym koeficientem).

Rovnice ma tedy 2 kladné realné kofeny nebo nema kladny koien.

Pocet zépornych redlnych kofenti ur¢ime na zdkladé znaménkovych zmén v posloupnosti
koeficientli pomocného polynomu

P(=x) = (=x)" +2(=x)* = (=x)’ + (=x) +1 = —x" + 2x* +x° —x +1.
Nenulové koeficienty jsou —1, 2, 1, =1, 1 . Dochazi ke ttem znaménkovym zménam (mezi
prvnim a druhym, tfetim a ¢tvrtym, ¢tvrtym a patym koeficientem).

Rovnice ma tedy 3 zéporné realné koteny nebo jeden zaporny koten.

Poznamka: V pfipad¢, ze by u néjaké rovnice znaménkovych zmén bylo napt. 6, znamenalo
by to, Ze ptislusnych kotent bude 6 nebo 4 nebo 2 nebo zadny.

V ptipad¢€, ze by znaménkova zména byla jen 1, znamenalo by to, ze rovnice ma praveé jeden
realny (kladny nebo zaporny) koten. Zbyvajici kofeny do poctu n jsou pak komplexni.



2) Separace koienti

Separaci kofent rozumime nalezeni takovych intervall, v nichz lezi pravé 1 koten.

Vyuzijeme Bolzanovu vétu, kterou zname z diferencidlniho poctu:

Je-1i P(a)- P(b) <0, existuje alespon jeden bod c € (a,b) takovy, ze P (c)=0.

Tedy maji-li hodnoty polynomu v krajnich bodech intervalu opacna znaménka, lezi
v intervalu lichy pocet kofent.

Pokud P(a)- P(b) >0, potom lezi v intervalu sudy pocet kotenil nebo zde nelezi Zadny.

Budeme tedy hledat interval, v jehoz krajnich bodech maji hodnoty polynomu P(x) opacna

znaménka. Postupujeme tak, ze interval, ve kterém lezi realné kotfeny rovnice, rozdélime na
mensi podintervaly a poc¢itdme hodnoty P(x)v dé¢licich bodech.

Piiklad: Proved'te separaci kofent rovnice x* —x> —Sx+4=0.

Reseni: 4= max{|—l -5 4| }: 5, proto interval, ve kterém koteny lezi, je (-6, 6). Rovnice
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bude mit 2 nebo zadny kladny realny koten a pravé jeden zaporny realny.

Vzhledem k velikosti intervalu mizeme zvolit déleni na podintervaly délky 2. Po nalezeni
intervalu, ve kterém lezi kofen, mizeme piipadn¢ déleni zjemnit. Budeme tedy pocitat

hodnoty polynomu P,(x)=x’—x>-5x+4 v jednotlivych bodech, abychom zjistili, kde

piechazi z kladnych hodnot do zépornych nebo naopak.

Pro vypocet funkéni hodnoty je vyhodné pouzit Hornerovo schéma.

I -1 =5 4 sgnP(x)

—6 1 -7 37 =218 — .

a4l 1 5 s Yy . Kofteny tedy lezi v intervalu (—4,-2), (0,2) a
(2,4).

-2 1 =31 2 * Chceme-li interval délky jedna, dopocitame
0 -1 4 * napf. pro interval (—4,-2) hodnotu v bodé -3,
2 1 -3 -2 B P(-3) =—17 azjistime, Ze jediny zaporny
4 1 3 7 32 + y . .o

koten rovnice lezi v intervalu (-3,-2).
6 1 25 154 +

Dana rovnice ma tedy 3 realné koteny, které lezi v intervalech (—4,-2), (0,2) a (2,4).



Poznamka: Nechcete-li pro vypocet hodnot polynomu pouzit Hornerovo schéma, ale
vypocitate si je na kalkulacce, je vhodné si prehledné poznacit vysledky napt. do tabulky

-6 —4 -2 0 2 4 6

sgn P(x,) - - + + - +

Odtud je vidét, ze se znaménko zménilo v intervalech (—4,-2), (0,2) a (2,4).

3. Aproximace koreni

Hodnotu kotene, ktery lezi v konkrétnim intervalu, mizeme vypocitat s potiebnou ptesnosti
pomoci n¢které z aproximacnich metod. Nejjednodussi z nich je metoda puleni intervalu.

Postup: Interval <a,b> , ve kterém lezi prave jeden koten rozptlime. Vybereme ten z intervalil
<a,.,bl.> , vV jehoz krajnich bodech ma polynom opacna znaménka. Vybrany interval rozptlime

a stejnym zptisobem pokracujeme dal. Je-li <a,.,bl.> posledni ziskany interval, ma hledany

a, +b,

kofen hodnotu x = ———.

Postup opakujeme, dokud chyba aproximace neni mensi nez pozadovana maximalni chyba
vypoctu. Chyba aproximace je pfitom v kazdém kroku rovna maximalné¢ polovin¢ délky

. . vr v bk - ak
intervalu, tedy je mensi nez ——.

Piiklad: Vypoététe kofen rovnice x° +3x+5=0, ktery leZi v intervalu (—2,1), s pfesnosti
alespoi (tj. s chybou mensi nez) 0,05.

Reseni: Vypodet budeme pro piehlednost zapisovat do tabulky:

a X, = a, +b b, sgn P(a,) P(x,) sgn P(b) b, —a,
2 2
-2 -1,5 -1 — -2,875 + 0,5
-1,5 -1,25 -1 — -0,7031 + 0,25
-1,25 -1,125 -1 — 0,20117 + 0,125
-1,25 —-1,1875 -1,125 — —0,23706 + 0,0625
—-1,1875 —1,15625 -1,125 — —0,01456 + 0,03125 < 0,05

ProtoZe v poslednim kroku je chyba mensi nez 0,05 , ukon¢ime vypocet.

Kofenem je tedy ¢islo x =—1,15625.

Pro piesnou hodnotu kotene plati x € (~1,1875;—1,125), nebo také x = —1,15625 +0,03125 .




